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RESUMEN

Comprender los fendbmenos fisicoquimicos que ocurren a nivel subatémico es factor fundamental para
entender el comportamiento de la materia a estas escalas de energia. Es necesario hacer uso de la ecuacion
de Schrodinger para modelar de forma aproximada el movimiento de los atomos que componen una
molécula. Durante el desarrollo de este trabajo de grado, se abordé el estudio de la ecuacién de Schrodinger
y su aplicacién en el movimiento de moléculas diatomicas. A través de la cual se describe el potencial de
interaccién, asi como las energias traslacionales, rotacionales y vibracionales de dichas moléculas. De igual
forma se estudia el Hamiltoniano en forma general, y particularmente para la molécula de hidrégeno. De esta
manera se establecieron las bases para abordar el estudio de algunas moléculas, acerca de las cuales hasta
la culminacién de este trabajo, no se habia presentado un estudio general ni detallado en la literatura, como
la molécula de BrCl para la cual se realiz6 este andlisis fenomenoldégico.

Palabras clave: Movimiento; Diatomico; Hamiltoniano

APPLICATION OF THE SCHRODINGER EQUATION ON THE STUDY OF THE DIATOMIC MOLECULES

ABSTRACT

Understanding the physiochemical phenomenon at the subatomic level is very important in order to know the
behaviour of the matter these energy scales. It is necessary to use the Schrédinger equation in the order to
describe chemical and physically the molecules. Throughout of the development of this work, we addressed
the study of the Schrédinger equation and applications in the movement of diatomic molecules. The
interaction potential is described by this equation, as well as the translational, rotational and vibrational
energies of each molecule. Likewise, the Hamiltonian is studied in a general way, and particularly for the
hydrogen molecule. We learned the main knowledge relating with Quantum Chemical and after that we focus
in the study of some diatomic molecules no studied in the literature until now. Then, a phenomenological
study was carried out for the BrCI molecule.
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1. INTRODUCCION

El estudio de las interacciones fisicoquimicas a nivel subatémico requiere de una comprensién
detallada del Hamiltoniano que describe dichas interacciones. La Quimica Cudantica es la
herramienta que se usa para expresar este tipo de Hamiltonianos. A nivel molecular, las soluciones
para moléculas compuestas por mas de dos atomos se hallan mediante analisis numéricos y
computacionales extensos [1]. Sin embargo, para algunas moléculas diatobmicas es posible
encontrar una solucion analitica. En el caso de moléculas diatomicas, como por ejemplo, el
hidrogeno molecular, es posible obtener una soluciéon analitica bajo ciertas aproximaciones; por
otro lado al considerar moleculas mas complejas se requiere de aplicar métodos numéricos, los
cuales son mucho mas efectivos que plantear una solucién analitica practicamente imposible de
lograr. El desarrollo de este trabajo se llevo a cabo a través de los siguientes pasos: primero se
estudia el Hamiltoniano general para una molécula diatomica, se realiza la aproximaciéon de Born-
Oppenheimer para simplificar el Hamiltoniano y poder separar los movimientos electrénicos y
nucleares. Posteriormente se obtiene la expresién del movimiento nuclear, donde se parte de una
ecuacion que describe la interaccion entre dos particulas, para llegar a dos ecuaciones
independientes, las cuales describen cada una de las particulas. Luego se separan los
movimientos traslacionales e interno y se realiza un cambio de coordenadas cartesianas a
esféricas, donde se aplican las aproximaciones del oscilador arménico y del rotor rigido. Después
se obtienen las expresiones de energia vibracional y rotacional, definiendo asi la energia total
molecular como la suma de la energia traslacional, potencial, rotacional y vibracional [2].
Finalmente la funcién de onda nuclear se define como el producto de la funcién del movimiento
traslacional y la funcion del movimiento relativo interno de los nucleos. El trabajo se aborda con el
estudio de una de las moléculas méas sencillas, como lo es la molécula de hidrégeno, para la cual
se obtiene el Hamiltoniano de interaccién, incluyendo cada uno de los términos de energia
mencionados anteriormente. Asimismo, se obtienen soluciones aproximadas de la ecuacién de
Schrddinger (ES) para dicha molécula, las respectivas curvas de potencial, y las expresiones
matematicas que corresponden a los términos de energia vibracional y rotacional. Finalmente,
haciendo uso del programa Excel, se obtienen cada uno de los valores numéricos que representan
dichas energias. Una vez comprendido el desarrollo cuantico empleado en la molécula de
hidrogeno, se procede a abordar el estudio de otro tipo de molécula como la de BrCl, acerca de la
cual aun no se encontraba informacién a nivel cuantico en libros o articulos de investigacion sobre
este estudio tedrico.

2. METODOLOGIA

Para abordar el estudio de la ecuacién de Schrodinger aplicada a moléculas diatomicas, primero
realizamos un estudio general de dicha ecuacion describiendo moléculas poliatomicas. Este
tratamiento se presenta en el Apéndice A.1. Una vez entendidos los conceptos generales, se
continla con el estudio de las moléculas diatomicas bajo la ecuacion de Schroédinger nuclear; esta
se obtiene a partir de la ecuacién de Schrodinger nuclear poliatdbmica [1,2] (ver Apéndice A.1,
ecuacion (A.19)) y esta dada por:

nr _,

2
V2 ’iﬁvg +U(g)| Un(aa) = Bon(aa) (1)

2mq 2m

Donde ¢, son las coordenadas nucleares (Xo, Yo, Za, X3, Y8, Zp).
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La ecuacion de Schrodinger compuesta por el Hamiltoniano nuclear Hy vy la energia total E de la
molécula, factorizados por la funcién de onda nuclear ¥ n(q.) que depende de las coordenadas
nucleares de los atomos enlazados, es:

Hnyn = EYn 2

La forma de la ecuacién (1) permite realizar un tratamiento que también es utilizado para el atomo
de hidrégeno (compuesto por dos particulas) [5]. Es decir, La ecuacién de Schrédinger de dos
particulas se reduce a un sistema de dos ecuaciones para una particula [1], cuya masa total es la
masa reducida del sistema, este desarrollo se puede encontrar en el Apéndice A.2. Las ecuaciones
correspondientes al movimiento traslacional y al movimiento interno de los nicleos se derivan de
las ecuaciones (A.45) y (A.46), respectivamente y son:

hQ
— m v%ﬂ/’trus (R) - Etras"/)tras (R) (3)

h? V24U - B
[_ﬂ o4+ (7‘):| Vint (1) = Eintine (1) (4)

La ecuacién de Schrédinger para el movimiento interno de los nicleos (ecuacion (4)), es idéntica a
la ecuacién del movimiento de una particula de masa p, sujeta a un potencial de simetria esférica
U(r) o a una energia potencial U(z,y, z), por lo tanto se utilizan coordenadas esféricas polares
(r,0,¢) que permiten la identificacion de movimientos vibracionales asociados a la coordenada
radial » (la coordenada radial es la distancia internuclear r,g) y los movimientos rotacionales
asociados a coordenadas angulares 6, ¢[2]. Se expresa el operador laplaciano de la ecuacion (4)
en coordenadas esféricas polares [7] con sustitucion del operador del momento angular orbital L2
[8], este desarrollo se ha llevado a cabo en el Apéndice A.3, siendo este operador (ecuacion
(A.54):

0% 20 1
Cor2  ror  r2h?
Sustituyendo la ecuacién (5) en la ecuacién de Schrodinger para el movimiento internuclear
(ecuacion (4)) se obtiene la siguiente expresion:

R /02 290 1 .,
[_ﬂ <W + ;E> + 2/”’2L + U(r):| ¢int(7",9, d)) = Eintwint(ﬁe,qﬁ) (6)

v? L? (5)

A partir de la ecuacion (6) se obtiene la ecuacion de Schrodinger de forma radial; es decir se
reduce la ecuacion (6) a una ecuacion que dependa unicamente de coordenada radial r, este
desarrollo se detalla en el apéndice A.4. La ecuacién de Schrodinger con dependencia radial es
(ecuacion (A.68)):
h? d?>  J(J+1)R?
[ 24 dr? + 212

La solucion de la anterior ecuacion nos permite encontrar las energias rotacionales y vibracionales
de la molécula, cuya solucién exacta requiere de célculos extensos; sin embargo, es posible utilizar
métodos aproximados para resolverla, esto es realizando la aproximacion del oscilador armonico y
del rotor rigido; este desarrollo se muestra en el apéndice A.5; De acuerdo a esto, la energia roto-
vibracional se define haciendo uso de las ecuaciones (A.74) y (A.78) esta es:

E,j;=w+1/2)hve+ J(J + 1)hB. (8)

Siendo B, la constante rotacional,

N U(r)} S(r) = EmS(r)  (7)

_h
- 8m2ur?

9)

e



O HEEER

HEEN

) HEEN

USC La Santiago NN EEEEEEEEE

st 4 transforma EEEEEEE
INGirael tu mundo .
DE CALI

H N

Las aproximaciones del rotor rigido y del oscilador arménico son aplicables para estados de
vibracidn y rotacién poco excitados y cercanos al fundamental. Para estados mayores es necesario
adicionar mas términos de los desarrollos de las series de Taylor mostradas en el apéndice A.5
(ecuaciones (A.69) y (A.73)); donde se aplica la teoria de perturbaciones para calcular las
funciones de onda y las energias de vibracion y rotacion [2]. Para obtener el potencial efectivo y el
termino de energia rotacional, utilizamos los términos de orden tres y cuatro del desarrollo de la
serie de Taylor (ecuacién (A.69)) y los términos lineal y cuadréatico del desarrollo de la serie de
Taylor representada en la ecuacion (A.73), por tanto:

ke o 3 s JU DR
U(T) ~ U(TE) + ?x + kgx + k4x 5 W

Donde las constantes de fuerza k1, ks, k3, k4 mostrados en la ecuacion (10) se expresan como:

= 2J(J+1)hB. o — 3J(J +1)hB. = 1 d3U(r) _1d*U(r)
e o R TR T4l drt

T 72

€ €
Ahora reemplazamos los términos de la ecuacién (10) en la ecuacién de Schrddinger radial
(ecuacién (7)) despreciando el termino U (r.) (de aqui en adelante) para una sola curva de potencial
y estado electrénico basal; de donde se obtiene la siguiente ecuacion:

h2 d2 1 2 2 3 4
_ﬂ@ + ikem + J(J 4+ 1)hBe + k1x 4 kox® + ksz® + kqz™ | S(x) = E;jniS(2) (12)

La ecuacion anterior se debe resolver utilizando métodos perturbativos correspondientes a un
oscilador armoénico y a un rotor rigido, haciendo uso de los desarrollos en series de Taylor
expresados en las ecuacidon (10), (este desarrollo perturbativo se encuentra detallado en la
referencia [2]). La ecuacion de la energia roto-vibracional es la siguiente:

3hB.J(J +1)(v+1/2)  ky3(20% +2v + 1)

~ (J+ 1)hB, + k1o + ko®  (10)

» kg (12)

Te

E,;=w+1/2)hv.+ J(J +1)hB. + o + o .
k2(3002 + 300 + 11)  2hB2[J(J + 1)]>  6Buks(v + 1)J(J + 1)
- . - - + . (13)
S8« hVe QATZlVe A*Tele

Las energias de vibracion y rotacion generalmente son expresadas en nimeros de onda 7 (cm™Y).
La relacion entre la energia y el numero de onda se basa en la siguiente expresion:

v=1/A=v/c=E, j/hc (14)

Por lo tanto, la ecuacién (13) se divide entre hc para quedar expresada en ndmeros de onda, y
sustituyendo términos de esta ecuacion por constantes espectroscopicas, queda la siguiente

ecuacion:
E,
h—(}J = we(v+1/2) + BeJJ(J + 1) —weze(v +1/2)? — ac(v +1/2)J(J +1) — D [J(J +1)]*  (15)
Las constantes espectroscopicas estan definidas a través de las siguientes expresiones [2]:
wo_Ve_ L (KN o h o, — OB2rE [5Bk3r2
e 2me\p/) ' T 8mtwr2c’ 7Y w2he | w2he 40
2 3 3 (16)
0 = 682 - 4ksBer? . D= 4B
We hew? w?

Se puede representar el potencial efectivo de una molécula diatbmica usando la funcién de
potencial del oscilador arménico; estas es [11,2]:
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U(r) = ghke(r —re) (17)

Donde k. es la constante de fuerza que determina el ancho del potencial del oscilador.
Reemplazando el termino k. de la ecuacién (A.80) (ver apéndice A.5) en la ecuacién (17), se
obtiene la funcion de potencial siguiente:

U(r)= 27r21/82u(r - re)2 (18)
Donde k. se define como:
ke = 4102 u (29)

Finalmente la funcion de potencial efectivo (ecuacion (18)) depende de la frecuencia de vibracion
en equilibrio v, y de la masa reducida p del sistema molecular. Una funcion que representa de
forma aproximada el potencial efectivo real de una molécula diatémica es la funcion de Morse [1,2],

2
U(r) =D, |1— e*a(r*”)} (20)

Donde D. es la energia de disociacion de la molécula (ver apéndice A.1, ecuacion (A.9)), a es un
parametro que ajusta las curvaturas de atraccion y repulsién del potencial y es analogo del termino
k. de la ecuacion (17). Reemplazando la expresion (20) en la ecuacion (A.70) (ver apéndice A.5), y
resolviendo la derivacion, se obtiene la siguiente expresion [1]:

ke = 2D.a* (21)

Ahora sustituimos la expresién (21) en la ecuacién (19), y despejamos el termino «, para obtener la
siguiente ecuacioén [1]:

Ik
= — 22
a =27V, [2De ] (22)

La expresioén (21) relaciona las funciones de potencial de las ecuaciones (17) y (20) de acuerdo a
los términos k. y a; permitiendo asi, determinar diferencias y similitudes entre estas funciones al
representar graficamente la energia potencial efectiva y las energias vibracionales de una molécula
diatémica.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

3.1 Resultados referentes al estudio de la molécula diatémica de hidrégeno (H-), como base
para abordar el andlisis de moléculas mas complejas.

La molécula de hidrogeno, esta compuesta por dos atomos de hidrogeno enlazados entre si; el
total de las particulas del sistemas son 2 protones y 2 electrones. Se obtuvieron las
representaciones graficas del potencial del oscilador armonico (ecuacion (18)) y del potencial de
Morse (ecuacién (20)) de dicha molécula. Se utilizaron los siguientes valores para la energia de
disociacion D, = 104,204 K cal /mol = 4,5187 €V, la constante espectroscopica w, = 4401,2cm™", yla
distancia internuclear de equilibrio r. = 0,744, en concordancia con la referencia [12]. La masa
reducida del sistema nuclear para el H, en unidades atdmicas es expresada de la siguiente
manera:

1,014049u2
H= 75 014

Ahora reemplazamos el valor de w, en la primera expresion de la ecuacién (16), para obtener v, y
este valor lo sustituimos en la ecuacion del potencial del oscilador armoénico (ecuacion (18)).

=0,5035u  (23)
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Sustituyendo la frecuencia de vibracion en la ecuacién (22), se obtiene el potencial de Morse. La
forma de los potenciales correspondientes al oscilador arménico y de Morse se muestran en las

Figura 3.
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Figura 3. Curvas de los potenciales de Morse y del oscilador armoénico (en unidades de electron-volt) como una funcién de

la distancia internuclear (en unidades de Amstrongs), para la molécula de H,. La Figura 3 (a) representa los potenciales en
una vista general y la Figura 3 (b) representa un “zoom” alrededor de los minimos de potencial.

El termino de energia vibracional, que incluye la anarmonicidad en la oscilacion se define a partir

de la ecuacién (15), haciendo uso de los términos que contienen Unicamente nimero cuantico
vibracional, y si multiplicamos por hc dichos términos, se obtiene:

E, = he [we(v +1/2) — wexe(v +1/2)?] (24)

Sustituyendo el termino w.z. definido por la ecuacion (16) en la expresién (24), se obtiene el
siguiente resultado:

6B%r? (5B.k3r?
E, = he |:we('u +1/2) — [ wge}:’ce ( wzige — m)} (v+ 1/2)2} (25)

Para el potencial del oscilador arménico, los valores de las derivadas tercera y cuarta de la funcion

son cero, por tanto los valores de k3 y k4 dados por la ecuacion (10), equivalen a cero. Entonces la
ecuacion (25) se reduce a la ecuacion de la energia del oscilador arménico:

E, = hcw.(v+1/2) (26)

En la ecuacion (24), hemos tomado el valor w.z. = 121, 3cm ™! para la constante espectroscopica,
de acuerdo con la referencia [12]. Finalmente encontramos los valores numéricos correspondientes

a las energias vibracionales, donde se utilizan las ecuaciones (24) y (26). Los resultados se
muestran en la Tabla 1.
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Tabla 1. Valores numéricos de las energias vibracionales para diferentes valores del nimero cuantico v de la molécula Ho.
En la segunda columna se muestran los valores de energia para un oscilador arménico cuantico, y en la tercera columna,
los valores de energia incluyendo la anarmonicidad en la vibracion.

U | E, (Oscilador armonico)(eV) | £, (D. Perturbativo)(eV)
0 0,2728 0,2691
1 0,8185 0,7847
2 1,3642 1,2702
3 1,9099 1,7256
4 2,4556 2,1510
5 3,0012 2,5463
6 3,5469 2,9115
7 4,0926 3,2466
8 4,6383 3,5517
9 5,1840 3,8267
10 5,7296 4,0716
11 6,2753 4,2864
12 6,8210 44711

De acuerdo con la Tabla 1, y como se espera de las ecuaciones (24) y (26), los valores de energia
vibracional que incluyen anarmonicidad, disminuyen con una dependencia cuadratica en el nUmero
cuantico v. También se puede observar que la energia vibracional tiende al valor de la energia de
disociacion de la molécula D, = 4,5187(eV) (referencia [12]), cuando el nimero cuéntico v se
aproxima a 7, en el caso del Oscilador arménico. Y en caso anarmoénico la energia vibracional
tiende al valor de disociacién en el limite cuando v — 12, siendo el valor E,(v = 12) = 4,4711(eV).
En este estado vibracional la distancia internuclear es tan grande que la molécula esta muy
cercana a disociarse. La Figura 4 muestra la representacion de los datos obtenidos en la Tabla 1
para los valores de las energias de vibracion de la molécula de Hidrégeno. Alli se muestran los
resultados tanto para el oscilador arménico como para el potencial de Morse.

IL v=8 !

1 — 0=12
v="7 1 v=11
v =10

D, ~ 4,5187(eV)

1
[
1
1
(=
1
1
1
[
-4
1
1
1
1
-
1
1
1
1

Potencial de Morse

ari

Figura 4. Representacion de las energias vibracionales calculadas usando el modelo del oscilador arménico y el desarrollo
perturbativo (potencial de Morse) para la molécula Hs.

De acuerdo a la Figura 4, en los minimos de las curvas del oscilador arménico y de Morse las
energias potenciales efectivas U, tienen valores muy similares incluso para la energia vibracional
con numero cuantico v = 0. Se observan las diferencias de las curvas debido a la forma que tienen
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las funciones de las ecuaciones (17) y (20) y los niveles vibracionales difieren significativamente de
acuerdo a los modelos de calculo mencionados respecto a la Tabla 1. Se calcularon las energias
roto-vibracionales posibles de la molécula de H, a partir de la ecuacion (15), utilizando los valores
de las constantes espectroscopicas restantes, estas son: B. = 60,85(cm ™), a. = 3,6(cm™1) y
D, = 0,047(cm~1)[12]. Los datos calculados son representados en la Tabla 2.

Tabla 2. Energias roto-vibracionales (en electron-voltios) calculadas con distintos valores de los nimeros cuanticos
vibracional y rotacional (v y J respectivamente), para la molécula de Hs.

v J Fus(@V) | O T | Bas(eV) | O] T BuseV) | O[T | BuseV) | O] J | EusleV)
0 0 0,2691 2 4 1,4015 5 0 2,5463 7 4 3,3400 10 0 4,0716
0 1 0,2838 2 5 1,4670 5 1 2,5572 7 5 3,3866 10 1 4,0786
0 2 0,3131 2 6 1,5455 5 2 2,5789 7 6 3,4423 10 2 4,0928
0 3 0,3571 2 7 1,6370 5 3 2,6115 7 7 3,5072 10 3 4,1140
0 4 0,4156 3 0 1,7256 5 4 2,6549 8 0 3,6517 10 4 4,1422
0 5 0,4887 3 1 1,7381 5 5 2,7090 8 1 3,5603 10 5 4,1773
0 6 0,5763 3 2 1,7628 5 6 2,7738 8 2 3,5775 10 6 4,2194
0 7 0,6783 3 3 1,8000 5 7 2,8493 8 3 3,6032 10 7 4,2683
1 0 0,7847 3 4 1,8494 6 0 2,9115 8 4 3,6375 11 0 4,2864
1 1 0,7986 3 5 1,9111 6 1 2,9216 8 5 3,6802 11 1 4,2927
1 2 0,8264 3 6 1,9850 6 2 2,9419 8 6 3,7314 11 2 4,3053
1 3 0,8681 3 7 2,0712 6 3 2,9722 8 7 3,7910 11 3 4,3243
1 4 0,9236 4 0 2,1510 6 4 3,0125 9 0 3,8267 11 4 4,3494
1 5 0,9929 4 1 2,1627 6 5 3,0628 9 1 3,8345 11 5 4,3808
1 6 1,0759 4 2 2,1859 6 6 3,1231 9 2 3,8502 11 6 4,4183
1 7 1,1727 4 3 2,2208 6 7 3,1933 9 3 3,8737 11 7 4,4619
2 0 1,2702 4 4 2,2672 7 0 3,2466 9 4 3,9049 12 0 4,4711
2 1 1,2834 4 5 2,3251 7 1 3,2560 9 5 3,9438 12 1 4,4767
2 2 1,3097 4 6 2,3945 7 2 3,2747 9 6 3,9904 12 2 4,4878
2 3 1,3491 4 7 2,4753 7 3 3,3027 9 7 4,0447 12 3 4,5044

De acuerdo a la Tabla 2, los valores energéticos de cada estado vibracional poseen siete estados
rotacionales posibles, donde hemos tenido en cuenta el limite de estados rotacionales hasta un
valor energético anterior a la energia del siguiente estado vibracional, para evitar superposiciones
en los estados energéticos. Una excepcién la constituye el ultimo estado vibracional con v = 12
gue posee solo tres estados rotacionales, debido a que la energia en este estado esta muy
proxima a la energia de disociacion. Los datos de la Tabla 2, son representados en la Figura 5
junto con el potencial de Morse para algunos estados rotacionales.

Potencial de Morse

Estados rotacionales (] )

v(0 — 11) — J(0,2,4,6,7)
v(12) — J(0,1,2,3)

Figura 5. Representacion grafica de las energias vibracionales y rotacionales calculadas para la molécula de
hidrégeno sobre la funcién del potencial de Morse.
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En la Figura 5, se observa la disminucion del espacio entre estados vibracionales a medida que
aumenta el numero cuantico v. Esto ocurre cuando la distancia internuclear aumenta y la energia
potencial de atraccidon entre los &tomos disminuye, de tal manera que la resistencia a la separacién
nuclear también va disminuyendo, hasta que la energia de enlace no es suficiente para mantener
los atomos unidos, y finalmente la molécula se disocia [11]. A continuacién se describe otro método
para calcular las energias vibracionales y rotacionales de una molécula. Se parte de la ecuacion
de Schrédinger con dependencia radial (ecuacion (7)), incluyendo el potencial de Morse, y la
solucion analitica permite obtener las expresiones para los estados energias, que al contrario del
método anterior, ya no estaran dadas en términos de las constantes espectroscopicas, si no en
funcién de parametros propios del potencial de Morse. Un desarrollo detallado de este método fue
presentado en la referencia [13]. De donde hemos tomado la expresion analitica para calcular los
diferentes valores de energia roto-vibracionales:

k*Qf . EQr | (w41/2)  4(v+1/2)?
Bypy=Dedk——"1__ 19|21 /2 _
? {k 0+ hQs) [( HhQ2) T 0] T s = } 27)
Donde, /
__ 2 _ 1 3 B I+ )R _ (8uD,)'/?
N G A IR 7 e

El termino a es la constante de la expresion de Morse (ecuaciéon (20)). Si para un estado

puramente vibracional se tiene .J = 0, la ecuacién (27) se reduce a la siguiente expresion:

v+1/2  (v+1/2)?
S 52

Los valores obtenidos se muestran en la Tabla 3, y también se representan en la Figura 6,
incluyendo el potencial de Morse.

B, = 4D, [ (29)

Tabla 3. Energias roto-vibracionales de Morse (en electrénvolts) para distintos valores de v y J de la molécula de hidrégeno

v J Eu_,;(eV) v J Eu_,](eV) v J EU_J(E’,V) v J EU_J(EV) v J Eu_,](eV)
0 0 0,2687 2 5 1,4617 5|3 2,5735 8 2 3,4781 11 | 3 4,1459
0 1 0,2836 2 6 1,5395 5 4 2,6199 8 3 3,5079 11 | 4 4,1783
0 2 0,3131 2 7 1,6286 5|5 2,6771 8 4 3,5473 11 ] 5 4,2183
0 3 0,3571 3 0 1,7081 5|6 2,7448 8 5 3,5960 12| 0 4,2469
0 4 0,4151 3 1 1,7211 5|7 2,8224 8 6 3,6535 12 1 4,2546
0 5 0,4867 3 2 1,7471 6 | 0 2,8509 9 0 3,6972 12 | 2 4,2698
0 6 0,5712 3 3 1,7858 6 1 2,8621 9 1 3,7066 12 | 3 4,2926
0 7 0,6680 3| 4 1,8368 6 | 2 2,8845 9 2 3,7255 12 | 4 4,3227
0 8 0,7764 3 5 1,8998 6 3 2,9179 9 3 3,7535 12 | 5 4,3599
1 0 0,7815 3 6 1,9742 6 | 4 2,9620 9 4 3,7906 13| 0 4,3643
1 1 0,7957 3 7 2,0595 6 | 5 3,0163 9 5 3,8364 13 1 4,3713
1 2 0,8240 4 0 2,1220 6 | 6 3,0806 9 6 3,8905 13| 2 4,3854
1 3 0,8663 4 1 2,1344 6 | 7 3,1544 10 0 3,9134 13 ] 3 4,4064
1 4 0,9220 4 2 2,1592 7 0 3,1659 10 | 1 3,9222 13| 4 4,4341
1 5 0,9907 4 3 2,1961 7 1 3,1766 10 | 2 3,9399 14 ] 0 4,4487
1 6 1,0718 4 4 2,2448 7 2 3,1978 10 3 3,9662 14 1 4,4551
1 7 1,1648 4 5 2,3049 7 3 3,2294 10 | 4 4,0009 14 | 2 4,4680
2 0 1,2612 4 6 2,3760 7] 4 3,2711 10 | 5 4,0438 14 | 3 4,4872
2 1 1,2749 4 7 2,4574 7 5 3,3226 10 | 6 4,0946 15| 0 4,5001
2 2 1,3020 5 0 2,5029 7 6 3,3836 11 | 0 4,0966 15 1 4,5060
2 3 1,3425 5 1 2,5147 8 |0 3,4480 11 | 1 4,1049 15| 2 4,5177
2 4 1,3959 5 2 2,5383 8 1 3,4581 11 | 2 4,1213 16 | O 4,5187
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D, = 4,5187(eV)

Potencial de Morse

Estados rotacionales (] )

v(0) — J(0— 8)
v(l—6) = J(O0—17)
v(7—10) — J(0 — 6)
v(11 — 12) — J(0 — 5)
v(13) — J(0 —4)
v(14) — J(0 —3)
v(15) — J(0 —2)

v(16) — J(0) —~ D, r(A)

[) "1 T2 3 Ta

Figura 6. Representacion grafica de las energias roto-vibracionales calculadas para la molécula de hidrégeno, junto con el
potencial de Morse.

Aqui también hemos considerado el limite de estados rotacionales que producen un valor de
energia inmediatamente menor a la energia del siguiente estado vibracional, como en el caso
anterior. Podemos ver que a diferencia del primer método, ahora se alcanza un estado vibracional
mas alto antes del limite de la energia de disociacién, el cual corresponde a v = 16. En este estado
cuantico la energia de la molécula es aproximadamente la energia de disociacion. Permitiendo
obtener mas valores de energia que el método expuesto anteriormente.

Una forma de observar la diferencia cuantitativa de las energias vibracionales calculadas (Valor
obtenido) usando las ecuaciones (15) y (27) (registrados en las Tablas 2 y 3 con dos cifras
significativas adicionales), respecto a los valores experimentales (Valor esperado) de las energias
vibracionales (v =1 —6) para la molécula de hidrogeno (véase, referencia [14] Tabla 6), es
calculando el error porcentual (los céalculos y conversiones de unidades se basan en [15]). El error

porcentual se basa en la siguiente ecuacion [16]:

error(%) = |valor esperado — valor obtenido| « 100% (30)
valor esperado

En la Tabla 4 se encuentran las comparaciones anteriormente mencionadas.

Tabla 4. Error porcentual (respecto a los valores experimentales), para seis energias vibracionales(eV) calculadas usando
las expresiones de las energias roto-vibracionales del desarrollo perturbativo (E.R.D.P) y de Morse (E.R.M) de la molécula
de hidrégeno.

U ||[Experimental (eV) E.R.D.P. (eV) Error (%) E.R.M (eV) Error (%)
1 0,515916 0,515601 0,061056 0,512731 0,617349
2 1,002652 1,001123 0,152496 0,992514 1,011119
3 1,460826 1,456566 0,291616 1,439349 1,470195
4 1,890797 1,881931 0,468903 1,853236 1,986516
5 2,292706 2,277218 0,675534 2,234175 2,552922
6 2,666377 2,642426 0,898260 2,582166 3,158256
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Con el objetivo de comparar los datos calculados con los experimentales es necesario restar el
valor de la energia vibracional en v =0 a cada valor de la energia de distinto numero cuantico
vibracional v, ademas de establacer un minimo de seis cifras significativas con la finalidad de
mantener las coherencias entre los datos esperimentales cuando se realiza la convercion de
numeros de onda a electron-volts. De acuerdo a lo expuesto en la Tabla 4, las energias
vibracionales mas cercanas a los valores experimentales se basan en el uso de la expresion de la
energia roto-vibracional del desarrollo perturbativo (E.R.D.P) (ecuacién (15)), representando un
menor error porcentual para este método de calculo en comparacion con el método basado en la
ecuacion (27). La ecuacién (15) permite determinar energias vibracionales de manera
independiente (Respecto a su desarrollo) a la forma de la funcion de la energia potencial de la
molécula, asi las constantes espectroscopicas tienen valores experimentales y por lo tanto los
resultados son aproximados para las energias vibracionales. La ecuacion (27) esta basada en la
funcion de Morse, esta funcion es una aproximacion a la curva real del potencial de una molécula
[2], esto hace que los datos obtenidos de las energias vibracionales tengan una diferencia
significativa respecto a los datos experimentales. Las energias puramente rotacionales se
determinan a partir de las ecuaciones (15) y (27). En la Tabla 5, son presentados los errores
porcentuales de los célculos para algunas energias rotacionales (con v = 0) (respecto a los datos
experimentales) de la molécula de H, (Véase referencia [14], Tabla 5).

Tabla 5. Error porcentual (respecto a los valores experimentales) de algunas energias rotacionales calculadas (con v = 0)
al usar las expresiones de (E.R.D.P) y (E.R.M) para la molécula de hidrégeno.

J Experimental (eV) E.R.D.P (eV) Error % E.R.M (eV) Error %
1 0,014692 0,014686 0,040839 0,014839 1,000545
2 0,043934 0,044024 0,204853 0,044382 1,019711
3 0,087476 0,087977 0,572729 0,088361 1,011706
4 0,144910 0,146512 1,105514 0,146387 1,019253
5 0,215759 0,219593 1,776983 0,217963 1,021510
6 0,299392 0,307186 2,603276 0,302497 1,037102
7 0,395208 0,409255 3,554331 0,399324 1,041477
8 0,502350 0,525765 4,661093 0,507725 1,069971
9 0,620165 0,656682 5,888272 0,626943 1,092935
10 0,747725 0,801971 7,254806 0,756205 1,134107
11 0,884259 0,961596 8,745967 0,894739 1,185173
12 1,028897 1,135522 10,363039 1,041789 1,252992
13 1,180803 1,323715 12,102950 1,196629 1,340274
15 1,503142 1,742762 15,941275 1,526972 1,585346
18 2,021540 2,477456 22,552905 2,065362 2,167753
19 2,200751 2,750515 24,980745 2,254309 2,433624
20 2,382128 3,037596 27,516070 2,447353 2,738098
21 2,564990 3,338663 30,162808 2,644186 3,087575
23 2,933020 3,982618 35,785573 3,048243 3,928476
24 3,117166 4,325437 38,761843 3,255089 4,424628
25 3,300730 4,682102 41,850500 3,464959 4,975536
27 3,664233 5,436834 48,375772 3,893420 6,254706
29 4,019951 6,246535 55,388337 4,333185 7,791986

La Tabla 5 muestra el aumento del error porcentual de los datos calculados a medida que aumenta
el numero cuéantico rotacional J, esta diferencia es mucho mayor para la expresion de la energia
roto-vibracional del desarrollo perturbativo que para la expresion de la energia roto-vibracional de
Morse para toda J > 5. Por lo tanto la expresion de E.R.D.P. no posee términos suficientes que
ayuden a disminuir los efectos de distorsién en la rotacién, es por esto, que en niveles rotacionales
bajos donde no se presenta una incidencia significativa de esta distorsion, las energias calculadas
con la ecuacion de la E.R.D.P se aproximan mas al valor experimental en comparacion con las
energias obtenidas con la expresion de la E.R.M.
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4. CONCLUSIONES

En el estudio de la interaccion molécular se hace necesario el uso de la Quimica Cuantica para
describir correctamente los diferentes términos de energia que componen el Hamiltoniano de la
Ecuacién de Schrédinger (ES), la cual define el movimiento de cada molécula. En el presente
trabajo de grado se abordd el estudio aplicando de la ES en el modelamiento de moléculas
diatémicas, partiendo de moléculas relativamente sencillas como la molécula de hidrégeno, hasta
moléculas mas complejas como BrCl (ver Apéndice A.6). Donde se obtuvieron las expresiones
matematicas correspondientes a los términos de energia vibracional y rotacional para cada una de
esta moléculas, asi como los respectivos potenciales de interaccion de cada una de esta
moléculas. El estudio contemplé una revision tedrica de los diferentes calculos reportados en la
literatura, y posterior aplicacion de estos conceptos en moléculas que hasta el momento no habian
sido estudiadas. Lo que nos permitié obtener y reportar resultados nuevos en cuanto a las energias
vibracionales, rotacionales y potenciales de interaccion de cada una de las moléculas bajo estudio.
Se utilizaron dos métodos principales, el primero consiste de un desarrollo perturbativo en los
términos de energia, y en el segundo se expreso la energia en funcién del potencial de Morse. Lo
cual nos permitié realizar una comparacion entre los dos métodos, de donde se concluye que para
los estados de energia vibracional hay mayor precision en los valores correspondientes al método
perturbativo; y para los estados de energia rotacional el método que incluye el potencial de Morse
es mas preciso que el método perturbativo, teniendo en cuenta la comparacion de los errores
porcentuales mostrados en las tablas 4 y 5. De igual manera, en el primer caso se obtuvieron los
primeros doce (12) estados de energia vibracionales, y en el segundo escenario se calcularon los
primeros dieciséis (16) estados vibracionales. Adicionalmente, se puede notar que el nimero de
estados de energia rotacional que corresponde a cada estado vibracional varia en dependencia del
método utilizado. Para obtener los diferentes resultados reportados en este trabajo, se utilizaron
herramientas, como Excel, y el programa de graficacion GEOGEBRA [17]. Finalmente, el estudio
presentado en este trabajo nos permitié adquirir la experiencia necesaria para en un futuro préximo
abordar un trabajo de posgrado enfocado en temas aun mas complejos y relacionados con el
movimiento a nivel molecular descrito bajo conceptos propios de la Quimica Cuantica.
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Apéndice A.1.

Las funciones de onda y energias de una molécula poliatdmica se obtienen a partir de la ecuacion
de Schrddinger: R
HU} (qiaqa) = E¢ (qi7QOz) (Al)

Donde H es el Hamiltoniano molecular, E es la energia total del sistema, ¢ es la funcién de onda
de la molécula, ¢; y g, simbolizan las coordenadas electrénicas y nucleares respectivamente [1].
Tanto los electrones como los nucleos que componen a los 4tomos de las moléculas, presentan
interacciones de energia potencial, ademas de poseer energia cinética, ya que estas particulas
tienen cargas eléctricas y se encuentran en constante movimiento. Para un sistema de atomos
enlazados, la energia total debe incluir la suma de las energias cinéticas de los electrones y los
nucleos, como también la suma de las energias potenciales de estos. Se puede definir el
Hamiltoniano del sistema como las sumas de las energias cinéticas y potenciales en forma de
operadores. El Hamiltoniano de una molécula poliatémica esta dado por la siguiente expresién[Z]:

2 € €
R A R DD D) DL D D 3

m 3 B
a B>« a i i j>i

Siendo o y B ndcleos, i y j, electrones de cada atomo, .4 la distancia internuclear, Z, y Zg los
numeros atémicos de los atomos enlazados, r;, la distancia entre electron i y nucleo a, 7;; la
distancia entre electrones y & como la constante de proporcionalidad eléctrica, k = 1/4me. El primer
término de la ecuacion (A.2) es el operador de la energia cinética de nucleos, es decir la suma de
las energias cinéticas de cada nucleo de masa m en forma de operador. El segundo término se
define como operador de la energia cinética de los electrones, que corresponde a la suma de las
energias cinéticas de todos los electrones de masa m. que compone a cada atomo. El tercer
término define la energia potencial de la repulsion eléctrica entre nucleos, también denominado
Vnn. El cuarto término define la suma de la la energia potencial de atraccion entre electrones y
nucleos. Y por ultimo, el quinto termino define la suma de las energias potenciales de las
repulsiones entre electrones. De esta manera, podemos ejemplificar la estructura del Hamiltoniano
anterior, mediante la aplicacion a una molécula mas simple, como por ejemplo, la molécula
ionizada de hidrégeno H; compuesta por dos protones y un solo electrén. Usando m,, como masa
del protén, el Hamiltoniano se describe de la siguiente manera:
2 2 2
ﬁ:—h—(v§+vg)—h—v§+ki—ke2 <i—i> (A.3)
2m,, 2me, Tap i ;

El primer termino de la ecuacién (A.3) es la suma de la energia cinética de los dos nucleos
(protones) de cada atomo, el segundo termino es la energia cinética del Unico electrén del sistema
ya que la molécula se encuentra ionizada, el tercer termino es la energia potencial de repulsion
eléctrica entre los dos protones, y el cuarto término es la suma de las energias potenciales de
atraccion entre cada protdn respecto a el Unico electrén del sistema. La ecuacion (A.2) permite la
separacién de los movimientos nucleares y electronicos, ya que en realidad los electrones se
mueven mucho mas rapido que los nucleos debido a las diferencias de sus masas (my > m.).
Por lo tanto, se usa la aproximacion de Born-Oppenheimer, donde los nlcleos son fijos y los
electrones tienen movimiento; de esta forma, se puede eliminar el primer termino de la ecuacion
(A.2) correspondiente al movimiento cinético nuclear [1,2].
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Ecuacioén de Schrédinger para el movimiento electrénico

El movimiento nuclear y electrénico se pueden tratar independientemente. Para el caso del
movimiento electrénico, el Hamiltoniano queda expresado de la siguiente forma:

i - K2 9 kZ.e> ke?

0 OB D ILED 3 D
i a i i j>i

La funcion de onda se define como sigue:

'(/}(QOL» (Zi) = wel(‘h; Qa)"[}N (Qa) (A.5)

La funcién de onda electronica 1., depende paramétricamente de las coordenadas nucleares [1],
ya que la aproximacién de Born-Oppenheimer se basa en que estas funciones de onda
electronicas varian suavemente con las coordenadas nucleares [3]. De esta manera, cuando los
nucleos cambian ligeramente su posicién, variando la configuracion en las coordenadas de ¢, a ¢,
los electrones se ajustan y varian la funcion de onda electrénica de ©¢;(¢i; ga) @ ¥ei(gi; q),); por lo
tanto, la energia electronica E.; tiene dependencia paramétrica respecto a las coordenadas
nucleares [1]. Expresando la ecuacién de Schrodinger para el movimiento electrénico se tiene:

ﬁeﬂ/}el(qﬁ QOc) = Eeﬂ/)el (Qn qa) (A6)
Si, al Hamiltoniano electronico se le adiciona el término de repulsion nuclear Vi, se obtiene:

(Het + Vn)ter = Utber (A7)

U Incluye la repulsién internuclear y la energia electrénica, llamado también energia potencial
efectiva; asi, para valores fijos de coordenadas nucleares, se determinan funciones de onda y
energias al resolver la ecuacién de Schrodinger electronica (ecuacion (A.6)) [1]. A partir de las
ecuaciones (A.6) y (A.7) se pueden relacionar la energia electronica E.; y la energia potencial de
repulsién nuclear, a través de un solo término que corresponde al potencial efectivo Uasi:

VNN +Eq=U (A.8)

Para una configuracion nuclear dada, se calcula el valor de E.; de la ecuacion (A.6) y se calcula la
cantidad U al obtenerse la energia de repulsiéon nuclear Vyy. Al representar graficamente la
energia U frente a la distancia internuclear .5 , se obtiene el comportamiento enlazante y de
disociacion de una molécula diatémica.

Ua

Potencial de repulsidn

AN Potencial total

Tendencia asintotica a un
valor limite constante

Potencial de
(en el punto cero) atraccion

Estado vibracional minimo

Figura 1. Representacién de la energia potencial de interaccién molecular [1,2,4]
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Si, la distancia de separacion internuclear r, 3 disminuye, la energia U tiende al infinito y se genera
a su vez un potencial de repulsion entre los atomos; en distancias internucleares mayores existe
un potencial de atraccidn entre los &tomos, el enlace molecular disminuye y pasa a tener un estado
disociado donde se encuentran los atomos de forma individual [4]. Debido a las repulsiones y
atracciones entre los atomos se llega a una distancia internuclear de equilibrio R., donde la energia
potencial efectiva pasa a tener su valor minimo y los &tomos se encuentran enlazados de la forma
mas estable posible de acuerdo a sus configuraciones electronicas y nucleares. En la figura 1. D,
es la energia de disociacion desde el minimo de la energia potencial definida como: [1].

D, = U(c0) — U(R.) (A.9)

La energia rotacional de una molécula diatomica posee el termino (J(J + 1)A%)/(2ur?) que
dependiente del numero cuantico rotacional J. Por lo tanto, para el estado mas bajo del movimiento
nuclear con J =0, la energia rotacional es nula; sin embargo, este estado posee energia
vibracional minima no nula, siendo esta energia hv/2 de acuerdo a la aproximacién del oscilador
arménico para la vibraciéon de una molécula diatémica [1]. Esta energia aumenta el minimo de
energia potencial efectiva en hv/2, por lo tanto D, (energia de disociacién del estado vibracional
fundamental) es menor a D, siendo:

1
Dy~ D, — 5Iw (A.10)
Los diferentes estados electrénicos de una misma molécula tienen diferentes curvas de potencial,

distintos valores de distancias internucleares de equilibrio, y diferentes valores de energias de
disociacion respecto a los demas estados electrénicos [1]:

Ecuacidén de Schrédinger para el movimiento nuclear.

Para determinar el movimiento nuclear molecular es conveniente que para la ecuacion (A.2) se
definan sus términos de la siguiente forma implicita [3]:

H = OcN(qa) + Oce(qi) + VNN(QQ) + ANe(qi7 qa) + Re(Q’L) (All)

Donde los dos primeros términos son los operadores de la energia cinética nuclear y electrénica
respectivamente, el tercer termino es la repulsion nuclear, el cuarto termino es el la atraccion entre
electrones y nucleos, y el quinto termino es la repulsidon entre electrones. Se relacionan los
términos tercero, cuarto y quinto de la ecuacién (A.11), formando asi, la energia potencial
electrostatica total, E,.: con dependencia paramétrica de coordenadas nucleares. La ecuacion
(A.11) se escribe como:

FI - OCN (qa) + Oce (qz) + Epet (QU Qa) (A12)

Reemplazando la ecuacién (A.12) en la ecuacion de Schrodinger (A.1) y utilizando la funcién de
onda dada por la ecuacion(A.5), se obtiene para la ecuacién de Schrodinger siguiente:

[OCN (Qa) + Oce(qi) + Epet (QZa qa)] wel(qi; QOc)wN (Qa) = Ewel(qi; Qa)wN (Qa) (Al3)

Realizando el producto de los diferentes términos en la ecuacion (A.13), se obtienen las siguientes
relaciones [3]:
Oce (qi)wel (Qi; Qa)wN (QQ) = "/)N (qa)OCE (qt)wel(qﬁ Q(x) (A14)

OcnN (QQ>wel(Qi§ QQ)’(/}N<(]04) R e (% Qa)OCN(QQ)wN (QQ) (A15)

Sustituyendo las ecuaciones (A.14) y (A.15) en la ecuacion (A.13) y reagrupando términos, se
obtiene:

d)el (Qi; qa)OcN(qoz)’d)N(qoc) + d)N (Q(x) [Oce(qi) + Epm‘(qu Qa)] ¢el(qi; QO/) = Ewel(qH q(x)wN(q(x) (A16)
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incluyendo el término de la energia potencial efectiva (ecuacion (A.7)) en la expresion (A.16), y
usando la energia potencial electrostatica total, se llega a:

Vet (45 4a) OeN YN (ga) + N (90)U(¢a) et (633 4a) = Ever(gis ¢a) PN (ga) (A.17)
Reordenando términos se obtiene la ecuacion de Schrodinger del movimiento nuclear:

[OCN (Qa> + U(qa)] (N (qa) = EwN (QQ) (A18)

expresada en forma de operadores la ecuacion (A.18) es:

2
S L U | evla) = Evnia) (a19)

«
Apéndice A.2
La ecuacién de Schrddinger nuclear de dos particulas ( ndcleos de cada atomo enlazado) ecuacion
(1), se reduce a un sistema de dos ecuaciones para una particula; estas ecuaciones describen los
movimientos rotacionales e internos de los nudcleos.

El desarrollo es el siguiente:

Las coordenadas nucleares se definen por los vectores de posicién de los nucleos.

Figura 2. Coordenadas vectoriales nucleares de una molécula diatémica [2]

¢ Son coordenadas nucleares (X«o, Ya, Za, X3, Y3, Z3). Los vectores de posicion (Figura 2) de
los ndcleos son 7, Y 73 que vienen dados por sus componentes cartesianos como sigue:

To =1Xe + Yo+ kZa, r15=1Xp+ Y5+ kZs (A.20)
Asi, la ecuacion de Schrodinger para el movimiento nuclear diatémico (ecuacion (1)) es:
h? h?
_ \v&:

VE+U@) | ¥n(ra,ms) = E¥n(ra,ms)  (A21)

(03

2me, 2mg
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Las interacciones de energia potencial para dos particulas son normalmente funciones de las
coordenadas relativas internas [6], siendo el vector relativo » definido como:

T=Tg—Tq (A.22)

Existe un vector de posicion que va desde el origen hasta el centro de masas de los nucleos,
siendo este el vector R [6]:

R=iX+jY +kZ (A.23)
Las relaciones de centro de masa son:
MaXa + mpX Mo Yo + mgY, Moo +mps
P BA5  y _ Mala TMpTp - 5 _ Maba T Mpop (A.24)
Mmq + mg Ma +mg Ma + Mg

Sustituyendo las relaciones de centro de masa (ecuacion (A.24)) en el vector R (ecuacion (A.23)) y
simplificando con 7, y 75 (ecuaciones (A.20)), queda entonces la ecuacion del vector R:
MaTo + MpTa

R=—oaT 5P
——— (A.25)

A partir de la ecuacioén (A.25) se obtienen las definiciones:

mg Mq
-R——F — R4+
Ta Mo + ms r, Tp + Mo + mBr (A26)
Ya que la energia cinética de un cuerpo se define como:
1
E. = —mv? (A.27)

2

la suma de las energias cinéticas de los nucleos « y 5 de acuerdo a las ecuaciones (A.18) y (A.21)
son:

1 1
Eeo + Ecp = §mav§ + §m5ug (A.28)
Siendo las velocidades, p p
— Yo =48
Vo =5 UB i (A.29)
Se realiza sustitucion de las ecuaciones de (A.26) en las expresiones de (A.29), se obtiene:
_dR mg  dr dR Maq

Vo = — —

T dt me +mgdt’ Uﬁ:%+ma+mﬂﬁ (A-30)

Sustituyendo las ecuaciones de (A.30) en la ecuacion (A.28); asi, queda la siguiente expresion:

Beo b By = b g [B[ i {dr AR s e[
ca cp 2 gt (ma-l-mg)Q dt B dt (ma+m,8)2 dt .
Reordenando términos de la ecuacién (A.31) se obtiene:
1 dR|> 1 mgme | dr ?
Eeo + Ecg = —mg — —— | A.32
e = g TS |t S e g | d (A-32)
Reemplazando la masa total M y la masa reducida i en la ecuacién (A.32):
1 |dR[> 1 |dr|?
Eca + Ecﬁ = EM E + 5,& E (A33)
Siendo M y pu:
mampg
M = = ——---
Mo + mpg, W (ma ¥ mﬁ) (A34)
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La energia cinética también se puede interpretar al utilizar el momentum p segin siguiente
relacion:

1 1 p?
E.=-—mv?=-"— A.35
2" T aom (A-39)
Aplicando esta relacién a la ecuacion (A.33) se obtiene:
1ph  1p}
Eca Ec i .
+ Ecp 5 + = 2 (A.36)

El momentum del primer y segundo termino de la ecuacién (A.36) tiene dependencia de
coordenadas R y de r respectivamente. Segun las relaciones:

dR d /- A .
pr=M"E =M (iX g kz) = px +py + 1z (A.37)
dr d d N .
Pr =y = pig (rp = ra) = pp (10 4y + k2) = po +py + 1 (A.38)
sustituyendo las ecuaciones (A.37) y (A.38) en la ecuacion (A.36) se obtiene la siguiente ecuacion:
1 1
Eca+Ees = 537 —(pX + Py +1%) + 2—(pz +p; +p2) (A.39)
expresando el momentum p? en forma de operadores, segin:
po + Py + pe = —h° a—2+8—2+8—2 = —h*V? A.40
Pz py b, = or 2 ay Oz 2 ( . )

Debido al tratamiento de las coordenadas nucleares 7, y rs la funcion de onda nuclear pasa a
depender de los vectores R y 7 por lo tanto se define como:

N (ra,78) = YN (R,1) = YN (R)Yn(r) (A.41)

La ecuacion (A.40) e sustituye en la ecuacion (A.39); el resultado se reeplaza en la ecuacion (A.21)
y se definen las funciones de onda de acuerdo a la ecuacién (A.41). Asi, se obtiene la siguiente
ecuacion [2]:

{_mw _ _v2 LU ﬂ Un(R,7) = Bty (R,7) (A42)

Donde la energia potencial efectiva U(r) depende de las coordenadas relativas internas r. Se
reordenan términos de la ecuacion (A.42) y se denota la funcién de onda como el producto de la
funcién de onda traslacional y la funcién de onda interna de los nucleos, como sigue:

h? h?
_—V '(/)tras( )¢znt(r) + |:——V2 + U( ):| "/}tras(R)wint(T) = E’(/)tras(R)wint(T) (A43)
La energia total F de la ecuacion (A.43), se define como:
E = Firas + Ein (A.44)
reemplazando la ecuacion (A.44) en la ecuacion (A.43) y, separando los movimientos
traslacionales e internos, se obtiene el siguiente par de ecuaciones:

EQ
- wtras ( ) Etraswtras (R) (A45)

2
|:_§_MV72" + U(T)] wint (T) = Eintwint (T) (A46)
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Apéndice A.3

Se define el operador laplaciano en coordenadas esféricas polares y se sustituye en este el
operador angular orbital de acuerdo al siguiente procedimiento:

El laplaciano en coordenadas cartesianas se define como:
0? 0? 0?

= 5+-5+73
orz ~ orz  or?

Para realizar la conversion a coordenadas esféricas polares, se utiliza el laplaciano en

coordenadas ortogonales generales, expresado segun [7]:

v? (A.47)

Vo (Dt 0, 0 (el D) D (e DL
hihahs | 0q1 \ h1 Oq dg2 \ ha Oqo dgz \ hs Oqgs '
Asi, para coordenadas esféricas polares se tienen las relaciones siguientes:
hi=1,hy =7 h3 = rsen(0) (A.49)
q =T,q2 = 97‘]3 = ¢ (A50)

Sustituyendo las ecuaciones (A.49) y (A.50) en la ecuacion (A.48) y se reorganizan términos, se
obtiene el operador laplaciano en coordenadas esféricas polares como sigue:
2 91 09?1

2 — — — — —
V= or2 002 r2? + 092 r2sen?0

El momento angular orbital proviene del movimiento de una particula a través del espacio, este se
define como el operador L siendo este [8]:

L=L,+L,+L. (A.52)

Expresando este termino en coordenadas esféricas polares, es posible separar las variables de las
derivadas parciales, caso que no ocurre con el uso de coordenadas cartesianas, asi, el operador
del momento angular orbital se expresa como L?, definido como:
A 02 0 1 92
L?= W= +cotb—+ ————
002 00  sen26 0¢?
En mecanica cudantica solo es posible la especificacién de uno de los componentes del operador
del momento angular orbital ademas de la magnitud de L2 por lo general se utiliza L. como la
componente a especificar [8]. Realizando sustitucién de la ecuacion (A.53) en la ecuacion (A.51) y
reordenando la expresién se obtiene operador el laplaciano como:

0% 20 1.,
o T ror et (A-54)

(A51)

(A.53)

V2 =

Apéndice A.4.

Se obtiene la ecuacion de Schrodinger de forma radial al definir la funcion de onda por separacion
de variables y determinar valores propios de términos de esta funcién; el procedimiento es el
siguiente:

La funcién de onda interna se define como:
Gint(r,0,0) = R(r)Y;}' (0, ) (A.55)
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Los valores proplos y funciones propias (también llamadas armonicos esféricos) del operador del
momento angular L? y su componente L. son también funciones de Y M segun [8]:

L2YM(0,¢) = J(J +1D)R2YM@0,¢) J=0,1,2,... (A.56)

L.YM(0,0) =mhYM(60,¢) M=—J—J+1,..0—1,J (A.57)

Donde M y J son los nimeros cuanticos rotacionales para moléculas, equivalentes a los nimeros
cuanticos m y 1 [2]. El termino Y (6, ¢) se define como:

YM(0,¢) = Sym(0)T (o) (A.58)

Las funciones S (#) y T(¢) se obtienen al determinar las funciones propias de L?y de L.
respectivamente. Estas funciones estan normalizadas y se expresan asi: [8].

T(¢) = \/Lz—we““’ (A.59)
_ 1/2
Sym(0) = 2J2+ ! Ej‘f' %:;: P}Ml(cos 0) (A.60)

Donde el termino P}Ml(cos 0) representa los polinomios de Legendre, dados por:
47 M|
27 J1 dcos/+IMIp
Sustituyendo las ecuaciones (A.59), (A.60) y (A.61) en la ecuacion (A.58), obtenemos las funciones
armonicas esféricas como:
27 +1(J— [M)IYAT g a7 +M| ) .
Y (0,¢) = = (cos?0 — 1) | M9
5 (0,¢) [ ir (J+|M))! 27! pETITAC )| e
Reemplazando el operador L? (ecuacién (A.56)) en la ecuacién (6), aplicando la relacién de la

ecuacion (A.55) y posteriormente dividiendo la ecuacién resultante entre Y: se obtiene una
ecuacion diferencial ordinaria que esta en funcién de R(r), siendo esta ecuacion:

[ " <d2 gd>+J(J+1)h2

P‘Ml(cos 0) = (1 — cos?@)IM1/2 (cos* —1)7 (A.61)

(1 — cos?@)IM1/2 (A.62)

drz ' rdr

Aqui se encuentran separadas las funciones radial y angular; la solucién de esta ecuacion se
plantea de la siguiente manera:

0| R = Bart) a69)

El siguiente cambio de variable se expresa como [2]:

5(r)

R(r) = (A.64)

Para la primera y la segunda derivada de la funcién anterior se obtiene:
dR(r) dS(T)l 3 S(r)

dr dr r 72 (A-65)
d?R(r)  d*S(r)1 ds(r) 1 1
d’l"2 = d’]"2 ; —2 d’[’ ’)"_2 + 28(7’)7.—3 (A66)

Ahora reemplazamos las ecuaciones (A.64), (A.65) y (A.66) en la ecuacion (A.63), de donde se
obtiene:
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Simplificando términos de la ecuacién anterior y multiplicando por r, se llega a la ecuaciéon de
Schradinger de forma radial:
h? d?  J(J+1)R?
e T v s = Bust) e

Apéndice A.5.

Utilizando las aproximaciones del oscilador arménico y del rotor rigido aplicado a la ecuacién de
Schradinger con dependencia radial (ecuacién (7)), se determina la energia total molecular £ 'y se
define la funcién de onda nuclear ¢y, de acuerdo al siguiente procedimiento:

La funcion U(r) de la ecuacion (7) se define mediante una serie de Taylor; se obtiene la siguiente
expresion:

U(r) = Ulre) + LdU(r)

U (r) 2
— rT—"Te)t+ = r—"re)” + =

dr ( e) 2! dr? . ( e) 31 drd |,
U(re) es la energia electrénica (propia del estado electronico de la molécula y es distinta a E,; de
las ecuaciones (A.6) y (A.8)) [1]; este valor representa las curvas de potencial en la escala de
energia de acuerdo a los diferentes estados electrénicos. En el punto de equilibrio la pendiente de
la curva es cero, y la primer derivada de la funcién en el punto de equilibrio es U’(r.) = 0[2].

L &U(r) (r—re)® +..(A.69)

Te

Si, se desprecian los términos correspondientes al orden cibico o mayores de la expansion de la
ecuacion (A.69), la funcién potencial real queda aproximada al potencial del oscilador armoénico y
su constante de fuerza se define como sigue: [2]

d*U(r)
Fe = dr?

Por tanto, la expresion para el potencial queda asi:

(A.70)

Te

U(r)~ Ulre) + %(r —71e)? (A.71)

Sustituyendo la ecuacién (A.71) en la ecuacién radial (ecuacién (7)) se obtiene:

h? d? J(J +1)h? ke
————+ —-— +Ul(re = (r—71.)?% S(r) = EyniS .
24 dr2 + 2/”.2 + (7“ )+ B (T T ) (T) t (7“) (A.72)
Ademas, el termino rotacional también se puede expresar como serie de Taylor de la distancia
entre nucleos en torno a la distancia internuclear de equilibrio r., siendo asi [2]:

J(J+ 0P J(J + 1)’ [1 _2r—rd) | 3(r—r)”

= 4 (A.73)
e

2ur? 2ur? Te r

Despreciando términos derivados (ya que estos no tienen un aporte significativo para valores
internucleares secarnos a r.); queda solamente el primer termino, se define entonces la siguiente
expresion:

J(J +1)h? N J(J +1)h?

2ur2 2ur?

(A.74)
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El modelo de rotor rigido se utiliza para describir el movimiento rotacional de la molécula [2]; esto
es, suponiendo que mediante rota la molécula, esta no cambia su valor de equilibrio r.. Se realiza
sustitucion de la ecuacion (A.74) en la ecuacién (A.72) quedando:

h? d? J(J +1)h? ke 9
—ZW W + U(Te) + ?(T‘ — T‘e) S(T) = EmtS(T) (A.75)
Para simplificar la ecuacion (A.75) se utiliza el termino E’ definido por la siguiente expresion:
J(J+1)h?

E' = Eijpy — U(re) — (A.76)

2ur?
sustituyendo la ecuacién (A.76) en la ecuacién (A.75), y aplicando cambio de variable como
T =71 — T Se obtiene:
n? d? 1
- —— 4+ k2% S(zx) = FE'S .
o da? + > x (x) () (A.77)

Esta es la ecuacion de valores propios de un oscilador arménico unidimensional (OAU), para la
cual los niveles energéticos (E’) de dicho oscilador dependen del numero cuantico vibracional v y
de la frecuencia vibracional armonica v.. La energia vibracional se define como [2,11]:

E' = (v+1/2)hv, v=0,1,2,... (A.78)
Reemplazando la ecuacién (A.78) en la ecuacion (A.76) y despejando la energia interna (F;,;) se
obtiene:
J(J+1)h?

Eint = U(re) + (v+1/2) hve + (A.79)

2ur?

e

E;n+ es aproximadamente la suma de la energia electrénica U(r.) = Eee. (de acuerdo al estado
electronico de la molécula), la energia vibracional (ecuacion (A.78)) y la energia rotacional
(ecuacion (A.74)). Eltermino v, se define como:

1/2
Vo= = (E> (A.80)
2 \ p

La energia total molecular E (ecuacidon (A.1)) es la suma aproximada de las energias del
movimiento traslacional (ecuacion (A.45)), vibracional (ecuacion (A.78)), rotacional (ecuacion (A.74)
y la energia electrénica E.;., siendo asi:

Ex Etras + Eelec + Erot + Evibra (A81)
La funcion de onda nuclear 1 se expresa a partir de las ecuaciones (A.43), (A.55) y (A.64).
Ademas, teniendo en cuenta que en el modelo del OAU las funciones de onda radiales (S(r)) son
armonicas, tienen nlimero cuantico v , y estan definidas por S, (z) = S,(r — r.)[1]. Por tanto, la
ecuacion de la funcion de onda nuclear esta dada por:

’l/}N(R7 T, 97 (b) - wtras(R)wint (ra 97 (b) = wtras (R) SU (T

+m YM(9, ) (A.82)

Apéndice A.6

Las energias roto-vibracionales para distintas moléculas diatdmicas son calculadas a partir de la
ecuacion (24) (para energias vibracionales) y la ecuacion (27) (para energias rotacionales); asi,
restando la ecuacién (29) (que corresponde a la energia puramente vibracional) a la expresion (27)
se obtiene la ecuacion de la energia puramente rotacional, a la cual se suma la energia puramente
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vibracional del desarrollo perturbativo (24), para llegar a la expresion de la energia roto-vibracional
siguiente:

k2Q? +1/2 kQ
De{k74(1+leQ)+4(v S/) (1+kQ2)1/2+2(1TéQ>1/271}}+hc[we(v+1/2)fwexe(v+1/2)2]

(A.83)

esta ecuacién permite determinar energias de rotacion y vibracion aproximadas a los valores
experimentales para el &omo de hidrégeno con valores exactamente iguales a las energias
vibracionales al utilizar la ecuacién (24) y a las energias rotacionales al usar la expresion (27)
(como lo demuestra el calculo de estas energias y su comparacion con los datos experimentales
mostrados en las Tablas 4 y 5), es decir, célculos con el menor error porcentual posible. A partir de
la ecuacion (A.83) se determinan las energias roto-vibracionales para la siguiente molécula:

Cloruro de bromo (BrC!)

La molécula diatomica de cloruro de bromo es un interhalégeno, el enlace formado entre estos
atomos es del tipo covalente polar [18], la energia de disociacion, la masa reducida y las contantes
espectroscopicas se encuentran en la referencia [19] pag (108). Las energias vibracionales y
algunas rotacionales calculadas, se representan en la Figura 7:

4 D, ~2,233(eV)

16

1.4

Estados rotacionales (J)
1.2

(0 — 49) — J(10, 20,30, 40, 50)
v(50) — J(10, 20, 30, 40, 49)
v(51) — J(10,11,12,13)

0.8]
0.6

0.4]

Estados vibracionales (v')
0.2

r(A)

Figura 7. Representacion de las energias vibracionales y algunas rotacionales sobre la funcién de Morse, para la molécula
de BrCl
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Las energias roto-vibracionales calculadas se encuentran en la Tabla 6.

Tabla 6. Energias roto-vibracionales calculadas para todos los estados vibracionales posibles y algunos estados
rotacionales de la molécula de BrCl.

v J E, j(eV) v J Ey s(eV) vl T E,, ;(eV) v J Ey 5(eV) v J Ey, . (eV)
0 0 0,0275 10 | 40 0,5820 21 | O 1,0787 31 | 40 1,5329 42 0 1,9283
0 20 0,0354 10 | 52 0,6016 21 | 20 1,0855 31 | 51 1,5479 42 | 20 1,9340
0 40 0,0584 11| O 0,6032 21 | 40 1,1052 320 1,5488 42 | 40 1,9505
0 53 0,0813 11 | 20 0,6106 21 | 52 1,1232 32 | 20 1,5551 42 | 50 1,9628
1 0] 0,0821 11 || 40 0,6318 22 | O 1,1237 32 || 40 1,5731 43 0 1,9637
1 20 0,0900 11 | 52 0,6513 22 | 20 1,1304 32 || 51 1,5880 43 | 20 1,9694
1 40 0,1128 12| 0 0,6528 22 | 40 1,1500 330 1,5888 43 | 40 1,9857
1 53 0,1356 12 | 20 0,6601 22 || 52 1,1679 33 | 20 1,5950 43 | 50 1,9979
2 0 0,1363 12 | 40 0,6812 23| 0 1,1683 33 | 40 1,6129 44 0 1,9987
2 20 0,1441 12 | 52 0,7005 23 | 20 1,1750 33 | 51 1,6277 44 | 20 2,0043
2 40 0,1667 13| O 0,7020 23 | 40 1,1944 34| 0 1,6284 44 | 40 2,0205
2 53 0,1894 13 | 20 0,7092 23 | 52 1,2121 34 | 20 1,6345 44 | 50 2,0325
3 0 0,1900 13 | 40 0,7302 24 | O 1,2124 34 | 40 1,6522 45 0 2,0332
3 20 0,1977 13 | 52 0,7493 24 | 20 1,2190 34 | 51 1,6669 45 | 20 2,0388
3 40 0,2202 14| O 0,7507 24 || 40 1,2383 35 | 0 1,6675 45 | 40 2,0548
3 53 0,2428 14 | 20 0,7578 24 | 52 1,2559 35 || 20 1,6735 45 | 50 2,0667
4 0 0,2432 14 | 40 0,7786 25| 0 1,2560 35 | 40 1,6911 46 0 2,0673
4 20 0,2509 14 | 52 0,7977 25 | 20 1,2626 35 || 51 1,7057 46 | 20 2,0728
4 40 0,2733 15| O 0,7989 25 | 40 1,2817 36 | 0 1,7061 46 | 40 2,0886
4 53 0,2957 15 | 20 0,8060 25 | 52 1,2992 36 || 20 1,7121 46 | 50 2,1005
5 0 0,2960 15 | 40 0,8267 26 | O 1,2992 36 | 40 1,7295 47 0 2,1009
5 20 0,3037 15 | 52 0,8455 26 | 20 1,3058 36 || 51 1,7440 47 | 20 2,1063
5 40 0,3259 16 | O 0,8467 26 | 40 1,3247 37 | 0 1,7443 47 | 40 2,1220
5 53 0,3481 16 | 20 0,8537 26 | 51 1,3404 37 | 20 1,7502 47 | 50 2,1338
6 0 0,3484 16 | 40 0,8742 27 | O 1,3420 37 | 40 1,7675 48 0 2,1340
6 20 0,3560 16 | 52 0,8930 27 | 20 1,3485 37 || 51 1,7818 48 | 20 2,1394
6 40 0,3780 17| O 0,8940 27 | 40 1,3673 38 | 0 1,7820 48 | 40 2,1550
6 53 0,4001 17 | 20 0,9010 27 | 51 1,3829 38 | 20 1,7879 48 | 50 2,1666
7 0 0,4003 17 | 40 0,9213 28 | O 1,3843 38 | 40 1,8050 49 0 2,1667
7 20 0,4078 17 | 52 0,9399 28 | 20 1,3907 38 | 51 1,8192 49 | 20 2,1720
7 40 0,4297 18| O 0,9408 28 || 40 1,4094 39 | O 1,8193 49 | 40 2,1875
7 53 0,4516 18 | 20 0,9478 28 | 51 1,4248 39 | 20 1,8251 49 | 50 2,1990
8 0 0,4517 18 | 40 0,9680 29 | O 1,4261 39 | 40 1,8421 50 0 2,1990
8 20 0,4592 18 | 52 0,9864 29 | 20 1,4325 39 | 50 1,8547 50 | 20 2,2042
8 40 0,4809 19| 0 0,9872 29 | 40 1,4510 40 | O 1,8561 50 | 40 2,2195
8 53 0,5027 19 | 20 0,9941 29 | 51 1,4663 40 | 20 1,8619 50 | 49 2,2296
9 0 0,5027 19 | 40 1,0142 30| O 1,4675 40 | 40 1,8787 51 0 2,2307
9 20 0,5101 19 | 52 1,0325 30 | 20 1,4738 40 | 50 1,8912 51 | 10 2,2321
9 40 0,5317 20| O 1,0332 30 | 40 1,4921 41 | O 1,8924 51 | 11 2,2324
9 52 0,5514 20 | 20 1,0400 30 | 51 1,5073 41 | 20 1,8982 51 | 12 2,2327

10 0 0,5532 20 | 40 1,0599 31| 0 1,5084 41 | 40 1,9148 51 | 13 2,2330

10 20 0,5606 20 | 52 1,0781 31 | 20 1,5147 41 | 50 1,9272

Segun la Figura 7 y la Tabla 6, la energia roto-vibracional maxima para este modelo es en v =51y
J =13, donde el valor de la energia es aproximadamente la energia de disociacién. En este estado
la molécula tiene una distancia internuclear tan alta, que las energias de atraccién entre los atomos
es muy baja y termina por “romperse” el enlace intermolecular. En comparacion con la molécula de
hidrégeno se obtiene una cantidad mucho mayor de estados vibracionales y rotacionales (evitando
superposiciones en los estados energéticos) esto depende de la fuerza y el orden de enlace
molecular, la cantidad de particulas que participan en las fuerzas coulombianas de atraccién-
repulsién y las diferencias de electronegatividad entre los atomos que componen la molécula.
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