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Resumen

Una de las metodologfas que presenta excelentes resultados, a bajo costo, en el tratamiento de la informacion es el filtro de Kalman, el
cual, haciendo uso de la recursividad, predice y corrige los estados en una sefial que contiene errores o informacién no esperada. En el
caso del robot movil, la sefial es la informacién que se captura del ambiente, y la prediccién que se requiere hace referencia a la
trayectoria correcta que se le asigna al dispositivo robético. Debido a la efectividad del filtro de Kalman en diversas areas, es
sustancial su estudio aplicado a la prediccién del movimiento. El proyecto de investigacion en el que se origina este articulo busca
analizar el filtro de Kalman aplicado al control de la navegaciéon de un robot mévil prototipo, desde tres fases principales: la
identificacion de los requerimientos, la construccioén del producto centrada en la optimizacién y creacion del ejecutable y, por ultimo,
verificacion.
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Abstract

Kalman’s filter methodologies have presented excellent results —at low cost— in information processing; using recursion predicts and
corrects the states of a signal containing errors or unexpected information. In the case of the mobile robot, the signal is the
information captured from the environment, and the required prediction refers to assign the correct path to the robotic device.
Because the effectiveness of the Kalman’s filter in various fields, it is applied to study substantial motion prediction. The research
project on which this article originates seeks to analyze the Kalman’s filter applied to control navigation of a mobile robot prototype
from three main phases: requirements identification, product building focused in optimization and executable development, and
finally, verification.
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I. INTRODUCCION

El desarrollo de la tecnologia va mas alla de suplir las
necesidades basicas del ser humano, facilitando la vida a
gran escala, llegando a reemplazar labores o reproduciendo
y mejorando diversas tareas; en este punto, la robética es
una disciplina que presenta desarrollos y aportes cuya
representacion

y documentacién en  aplicaciones

especificas, en cada caso, va ligada a los criterios del autor.

En un principio su aplicacién estaba presente solo en
procesos industriales; al pasar de los afios se fue
aprovisionando de mas capacidades, lo que llevd su
aplicacion a diversos ambientes (Saha, 2010), como
proyectos realizados en entornos inexplorados y complejos
—ejemplo de ello es la exploracién del espacio exterior
(Krotkov, Simmons, Cozman, & Koenig, 1996)—, lo que
destacé la importancia de proporcionar movimiento a un
robot y de realizar investigaciones en el tema de roboética
movil.

En el modelo fundamental de un robot movil es
primordial el uso de las matematicas, que son la base y
estructura de cualquier trabajo; su concepto esencial
consiste en lograr una apropiada localizaciéon de un robot
en un medio de exploraciéon, mediante las tareas de
planificacién, percepcién y control de las trayectorias
(Faragher, 2012), gracias al procesamiento y analisis de la
informacion.

La planificacién de la ruta de un robot se inicia con la
captura de informacién del entorno que lo rodea, junto
con su otientacion y coordenadas x/y (Ollero, 2001); el
paso a seguir es la percepcion y control, donde se aplican
filtros que depuran los datos obtenidos y eliminan posibles
errores, y permiten conseguir una correcta predicciéon del

movimiento.

Entre los modelos de filtros a implementar se
encuentra el filtro de Kalman, el cual se centra en el
algebra vectorial y consiste en una técnica recursiva que
permite conseguir la trayectoria adecuada de un robot
mediante prediccion y correccion (Osorio, 2012). Sus bases
tebricas se centran en la teorfa de minimos cuadrados, la
teoria de probabilidad, los sistemas dindmicos, los sistemas
estocasticos y el algebra lineal (Grewal, 1993); su aplicacion
se muestra en multiples areas, tales como: la navegacion,
aeroespacial, los sistemas de informacién geografica, el
modelamiento y la manufactura, lo que sefiala la
importancia de los estudios realizados en este método y en

particular de su aplicacion a la robdtica mévil.
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La eficiencia del filtro radica en el trabajo conjunto en
las etapas de prediccién y control (Kleinbauer, 2004) con el
apoyo de camaras, laser, GPS y modelos matematicos,
entre otros; sin embargo, son recientes sus multiples
implementaciones, en ejecucién y en estudio, con
diferentes soportes o técnicas en el campo de la roboética
mévil.

El presente articulo se desarrolla en el marco de una
tesis de maestria que propone la evaluacién del filtro de
Kalman como técnica de control de navegacién de un
robot mévil, por tanto realizar una valoraciéon detallada del
contexto clarifica los alcances y necesidades en la

documentacién a realizar en el tema.

II. CONCEPTOS GENERALES

En robdtica mévil, el aspecto mas importante es el
desplazamiento, por lo que su arquitectura se conforma de
un vehiculo, y su trabajo depende de la movilidad del
mismo en un medio (Ollero, 2001). El estudio del
problema de control de navegacién requiere de multiples
disciplinas, en algunos trabajos se desarrollan metodologias
que requieren de grandes cantidades de tiempo vy

procesamiento de la informacion (Kleinbauer, 2004).

Una de las metodologias que presenta resultados a bajo
costo en el tratamiento de la informacién es el filtro de
Kalman (King, 2008), debido al uso de la recursividad, que
predice y corrige los estados en una sefial que contiene
errores o informacién no esperada (Zarchan, 2005). En el
caso del robot mévil, la sefial es la informacién que se
captura del ambiente, y la prediccién que se requiere hace
referencia a la trayectoria correcta que se le asigna al
dispositivo robético. Debido a la efectividad del filtro
Kalman en diversas areas (Soong, 2004), es sustancial su
estudio aplicado a la predicciéon del movimiento.

A. Filtro de Kalpman

El filtro de Kalman —también denominado “KF”, por
Kalman Filtering—, se dio a conocer a principios de la década
de los sesenta; su importancia radica en el mejoramiento
del filtro de Wiener, el cual funcionaba con las propiedades
de sefal y ruido constantes, mientras que el filtro de
Kalman propone el trabajo en sistemas multivariables y no
fijos. La investigacién fue financiada por la oficina de la
Fuerza Aérea de Estados Unidos (Kalman, 1960).

En el estudio del filtro es necesario el dominio de

conceptos matematicos fundamentales, como el algebra de



matrices, la estadistica, las probabilidades y los métodos
numéricos; conocimientos enfocados en la prediccion de
un estado indeterminado en un sistema dindmico de
manera recursiva. En la Figura 1 (Maybeck, 1979) se
muestra el diagrama de flujo de un estado 6ptimo, alli se
describe como desde un sistema se pretende llegar a una
estimacion recomendable de estado, la cual es generada de
la aplicacién de filtro de Kalman a las mediciones realizas,
desde diversos dispositivos (Solera, 2003).

Figura 1. Aplicacién original del filtro de Kalman (Maybeck, 1979)
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Para comprender conceptualmente el filtro de Kalman
en su totalidad, es necesatio el repaso de los siguientes
temas: probabilidad, variable aleatorias, media y varianza, y

distribucién normal o gaussiana, descritos a continuacion.

Probabilidad

Su estudio radica en la necesidad de predecir un estado
no conocido en una sefal, es por ello que se debe tener en

por

Matematicamente es posible calcular distintos tipos de

cuenta el concepto de ocurrencia “azar”.

probabilidades como se observa en la Ecuaciéon 1 (Miller &
Freund, 1963).

Ecuacion 1. Probabilidad

Posibles ocurrencias del evento A
p(4) = @

Total de ocurrencias

p(AnB) =p(A) +p(B) (b)

p(ANB) =p(A)p(B) ©
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p(ANnB)
= - d
plalB) == s @

En la ecuacion 1 se presentan los iteradores:

e (a), la probabilidad de que un evento discreto se
presente;

e (b), la probabilidad que se presente una ocurrencia
Ao B;

® (c), la probabilidad que ambos eventos A y B
ocurran; y

e (d), la probabilidad que se dé un evento A dada la
ocurrencia o resultado de un evento B, lo que se
denomina probabilidad condicional.

Variables aleatorias

Su estudio es fundamental en el filtro de Kalman ya
que, en seguimiento y captura de informacién, hace
referencia a eventos discretos, en los que una variable
aleatoria se representa como una funcién que se asigna a
todos los puntos en el espacio muestral, una de las
definiciones fundamentales se representan en la Ecuacion
2 (Ross, 2007) con la funcién de distribucién acumulativa,
en donde, desde una funcién comun, se representa la
probabilidad de una variable aleatoria.

Ecuacion 2. Funcion de distribucion acumulativa
F(x) = p[—,x]

Aplicando derivada en funcién de x a Fy(x) a la
ecuacion anterior se obtiene la funcién de densidad de
probabilidad, lo que llega a deducir la Ecuaciéon 3 (Devore,
2008), que demuestra la probabilidad para wvariables
aleatorias continuas en eventos discretos, que se obtiene
integrando la funcién de densidad de probabilidad en un
intervalo de interés.

Ecuacion 3. Funcion de densidad de probabilidad para variables
aleatorias continuas

b
pelabl = [ fdx

Media y varianza

Estos conceptos son bastante familiares, en variables
aleatorias la media se conoce como el valor esperado y se
define en la Ecuacién 4 (Miller & Freund, 1963):
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Ecuacion 4. Valor medio en variables aleatorias

[ee)

X=EX) =f xfe(x)dx

La ecuacién 4 se conoce también como primer
momento estadistico, en ella se aplica g(x) = x¥ con el fin
de obtener el k — esimo momento estadistico, y elevando
al cuadrado se obtiene la varianza de la sefial, lo que
también se conoce como segundo momento estadistico y
cuyo procedimiento se observa en la Ecuacién 5 (Guzzi,
2012).

Ecuacion 5. Calculo de la varianza a partir del valor medio
o
E(x*) = f x* fx(x)dx
—0o0

...aplicando el segundo momento:

[ee)

E(x?) =f x2fx(x)dx

— 00

... en donde:
Varianza X = E [(X - E(X))z]

= E(X?) — E(x)?

La importancia de la variancia para el filtro de Kalman
radica en su utilidad para vatiables al azar, ya que su valor
indica la cantidad de variacién o “ruido” en una sefial.
Aplicando rafz cuadrada a la varianza obtenemos la
Ecuacién 6 (Devore, 2008) de desviacion estandar, cuya
utilidad radica en que da la posibilidad de presentar los
mismos valores de la sefial original.

Ecuacion 6. Desviacion estandar
o, = VVarianza de X

Distribucién normal o gaussiana

Es de gran utilidad en el modelado de la aleatoriedad
debido a que muchos sistemas al azar tienden a pertenecer
a una distribucién normal.

Dado un proceso aleatorio X, que se distribuye
normalmente en X~N(u,0?%), de lo que se tiene a {4 como
media, 0% como vatianza y deduciendo a ¢ por desviacion

estandar, la funcién de densidad de probabilidad se obtiene
en la Ecuacién 7 (Soong, 2004).
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Ecuacién 7. Funcion de densidad de probabilidad
_1(x-w)?

fx® = —— 2o
V2no?’

Graficamente la distribucion normal es lo que se
conoce como campana de Gauss, la cual se observa en la
Figura 2 (Welch & Bishop, 2001), que tiene como valores a
representar en el graficoa u=0y o =1.

Figura 2. Funcion de densidad de probabilidad (Welch &
Bishop, 2001)

A
f X(x)

Terminando de enunciar los conceptos basicos para el
trabajo en filtro de Kalman, es posible abordar su
formulacién original, lo que en términos generales se
explica como un proceso en el cual se realizan mediciones
y se estima o predice un estado, representado por puntos
discretos en el tiempo. En esencia, el filtro es un estimador
del estado x € R™ en el tiempo discreto, el cual es
determinado por una ecuacién lineal en diferencia
estocastica, como se observa en la Ecuacién 8 (Solera,
2003).

Ecuacién 8. Ecuacion lineal diferencial estocastica
Xy = Axy_q + Buy + w4

... con una medida

ZeR™

... que es

Z, = HX, + v,

En la ecuacién 8 wy representa el error del proceso y v,
el error de la medida, los cuales son de ruido blanco y con
distribucién de probabilidad normal.



El filtro de Kalman corrige el error presentado en una
seflal mediante retroalimentacién que se obtiene de los
datos obtenidos. Sus ecuaciones se dividen en dos grupos,
de prediccién y de actualizacién, que tienen las siguientes
caracteristicas (Welch & Bishop, 2001):

Las ecuaciones de prediccion:

e son responsables de la proyecciéon del estado al
momento t, tomando como referencia el estado
t—1;

e son responsables de la actualizacién intermedia de
la matriz de covarianza del estado; y

e estan pensadas como ecuaciones de correccion.

Por su parte, las ecuaciones de actualizacion:

e son responsables de la retroalimentacion; y

e estan pensadas como ecuaciones de pronéstico.

Lo anterior describe las distintas ecuaciones que se
encuentran en el filtro de Kalman, lo que lleva a pensar
que, de manera generalizada, este filtro consiste en una
serie de pasos de prondstico—correccion para resolver un
problema, prediciendo un nuevo estado, mediante una
nueva medida, como se resume en la Figura 3 (Castafieda,
Nieto, & Ortiz, 2013).

Figura 3. Funcionamiento del filtro de Kalman (Castafieda et al.,
2013)

Actualizacion de tiempo Actualizacion de medidas

(predecir) (corregir)

El algoritmo se inicia generando una prediccién de la
informacion de la sefal disponible en ese instante, como se
observa en la Figura 3; en la segunda parte se genera una
correccién, mejorando el estado de la sefial, de tal manera
que el error se minimiza estadisticamente.

En la Ecuacién 9 (Welch & Bishop, 2001) se presentan
las foérmulas para los procedimientos de prediccion,

mostrando la estimacién del estado y la covarianza desde
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un t-1 a t. En la ecuacién 9(a) la matriz A relaciona el
momento t-1 con el t actual, lo que da a entender que se
puede aplicar en los diferentes estados en el tiempo (t); en
la ecuacién 9(b), Q representa la covarianza de la
aleatoriedad de la sefial a la cual se le desea predecir el
estado.

Ecuacion 9. Ecuaciones de prediccion
X = AKXy @)
P;=Apt—1AT+Q b)

El paso a seguir es la correccién de la informaciéon que
se realiza de manera posterior al proceso de prediccion, la
Ecuaciéon 10 (Welch & Bishop, 2001) presenta las
diferentes tareas a realizar en este proceso: en la primera
tarea —ecuacion 10(a)— se realiza el calculo de la ganancia
que minimiza el error de covarianza de la nueva prediccion
del estado; a continuacién se busca obtener Z; para
generar una nueva estimacion del estado, lo que da como
resultado la ecuacién 10(b). La ultima tarea, determina un
nuevo error de covarianza mediante la ecuacién 10(c).

Ecuacion 10. Correccion del estado
K, = P;HT(HP{“HT +R)_1 (@)
X, =X +K.(2, - HX;) (b)
P = (I —K:H)P) (©

El proceso completo del filtro de Kalman se obtiene de
la aplicacién de los conjuntos de Ecuaciones 9 y 10,
mediante la actualizacién del tiempo y las medidas, la
recursividad se presenta cuando se toman nuevamente
informaciéon del estado y se usa el error de covarianza
calculado  previamente,  repitiendo el  proceso
permanentemente. La Figura 4 (Solera, 2003) presenta un

resumen completo del filtro.

B. Aplicaciones del filtro de Kalman

Ya completa la presentacion de la contextualizaciéon de
los conceptos basicos y la explicacién del funcionamiento
del filtro de Kalman, a continuacién, para un mejor
entendimiento, se enunciaran diversas aplicaciones
recientes de €l, en orden cronoldgico, encontradas en la

literatura como articulos cientificos.
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Figura 4: filtro de Kalman (Solera, 2003)
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En primera instancia, Moradkhani (2008) ofrece una

vision general de las técnicas de medicién de la
teledeteccion para los datos de humedad del suelo y de la
nieve y describe los avances en las técnicas de asimilacion
de datos a través del filtrado de conjunto; muestra el filtro
de Kalman principalmente desde la variacién Ewnsemble
[EnKF] y el filtro de particulas [PF], para mejorar la
prediccion del modelo y la reduccion de las incertidumbres
involucradas en el proceso de prediccion. El filtro de
Particulas proporciona una representacién completa de la
distribucién de probabilidad de las variables de estado de
interés (segun la ley secuencial Bayes) y podria ser un
fuerte apoyo para el EnKF, que esta sujeto a algunas
limitaciones, incluyendo la regla de actualizaciéon lineal,
observacién y la distribucién conjunta normal de errores

en las variables de estado.

Es posible encontrar estudios en los que el filtro de
Kalman se implementa desde una visiéon profunda de
métodos de detecciéon. Gamazo, Vazques, y Gémez (2010)
presentan un trabajo en el que se usa la técnica de back-
EMF [Elctro Motive Force]', analizando brevemente los
procedimientos mas relevantes basados en la estimacion y
modelos, como el filtro de Kalman extendido, el modelo
de referencia del sistema adaptativo y las redes neuronales
artificiales.
revisiéon

Posteriormente  Sabatini

(2011)
bibliografica realizada desde la investigaciéon de las

cn una

principales técnicas de fusién de sensorial y filtrado
propuestas, para el seguimiento de orientaciéon de partes

! Medicién que determina la velocidad de rotacion de un motor.
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del cuerpo humano, muestra metodologias ttiles en la

aplicacion efectiva del filtro en estos casos.

Un afio después Montzka, Pauwels, Franssen, Han, &
Vereecken (2012) revisan el estado de las técnicas en el
tratamiento de la informacién, mediante una introducciéon
a diferentes métodos, tales como: el filtro de Kalman
Ensemble, el filtro de particulas (PF) y los métodos para el
tratamiento de la aleatoriedad. En esa revision se concluye
con una discusion sobre las ventajas y desventajas de la
asimilaciéon de multiples tipos de datos en un modelo de
simulacion, y se presentan enfoques existentes que pueden
utilizarse para actualizar simultineamente varios estados de
modelo y parametros del modelo, en otras palabras, los
principios basicos para la asimilacion de datos que
manipulen a aleatoriedad, conceptos que, en proceso de
aprendizaje, son apoyados desde un segundo trabajo
presentado ese aflo, en el cual se aplicé una metodologia
orientada a aprovechar el filtro de Kalman, al combinarla
con andlisis multiresoluciéon mediante wavelets?, ya que
apoya en la eliminacion del error que se puede presentar en

una sefial.

Por ultimo, en el contexto nacional se presenta el filtro
de Kalman enfocado en su mayoria al sector econémico,
como es el caso de Romero (2007), quien lo aplica sobre
temas de inflaciéon y costo de vida; sin embargo, en el area
de automatizacién y control, se destaca su uso en el apoyo
de otras técnicas, a las cuales aumenta su efectividad, como
es el caso del control de minima varianza (Zuluaga &
Giraldo, 2013), una prictica que aumenta la factibilidad
técnica, econdémica y operacional en la aplicacion del filtro
de Kalman.

C. Aplicaciones del filtro de Kalman en el control de navegacion de
un robot movil

Teniendo presente los trabajos mencionados en torno
al filtro de Kalman a modo general, se facilita indagar en
este punto sobre el contexto de interés, presentando
articulos destacados en la aplicacion del filtro a la robdtica
movil.

En 2006 se destaca la aplicacion del filtro de Kalman
con ayuda de mediciones angulares (Font & Batle, 2000),
las cuales se realizan desde un punto fijo del robot y otro
punto referencia que se encuentre en su entorno, lo que
proporciona la posicion y orientacion.

2 Onditas.



En otro caso, es posible observar una implementacién
con curvas implicitas, en 2010 se acentda la investigacion
en la que se presenta una metodologia para navegacion de
robots méviles utiles en el monitoreo, mapeo y vigilancia
(Gongalves, Maia, Pimenta, & Pereira, 2010), en la que se
implementa el filtro de Kalman con el trabajo de espacios

n-dimensionales.

En general, la efectividad del filtro depende en gran
escala de los métodos con que se acompafie, sin embargo
la arquitectura del robot influye; en 2011 se propone un
robot auténomo provisto de dos ruedas (Arias, Mena,
Castillo, & Ramirez, 2011), unido a la simulacién del
algoritmo desde control 6ptimo desde la ecuacion
diferencial de Ricatti (Zill, 1997) y el filtro de Kalman.

También a nivel nacional, Duefias y Mahecha (2013),
presentan un planteamiento de filtro de Kalman extendido,
a partir de los modelos de error de los sensores (Unidades
de Medida Inerciales, UMI) y un modelo de error para la
estado en una plataforma robodtica, lo que se denominé
como arquitectura de navegacion integrada y género como
resultados un bajo costo del sistema, escalabilidad y buen
desempefio.

III. CONCLUSIONES

El presente articulo encierra el contexto basico en la
comprensiéon del filtro del Kalman, desde sus bases
tedricas que son fundamentales para retomar, seguido de
una explicacién detallada de su funcionalidad, composicién
y ecuaciones primordiales. Denotando con ello la
posibilidad de entender las aplicaciones del mismo, cuando
se desea predecir un estado no conocido a partir de
informacién de un estado actual y de suma importancia la
utilizacién de los calculos realizados para predecir nuevos

comportamientos, lo que se conoce como realimentacion.

Seguidamente se exponen aplicaciones e investigaciones
realizadas con el filtro de Kalman a modo general, lo que
desencadena el presente articulo en el tema de interés que
son los trabajos elaborados directamente en robdtica
mévil, denotando la importancia de fijar atencion en la
arquitectura del robot, para obtener mayor eficiencia en la
tarea a implementar, ademas de seleccionar un método de
apoyo al filtro de Kalman adecuado, lo que se determina
de diferentes maneras, segin el tipo de robot movil y la
labor que se le desea asignar.
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